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ABSTRAK 
Secara umum, suatu matriks singular tidak memiliki invers. Tulisan ini mengkaji mengenai bagaimana menentukan pseudo 
inverse dan pseudo schur complements untuk matriks singular, yaitu suatu matriks dengan sifat-sifat menyerupai invers pada 
umumnya. Pseudo inverse diperoleh setelah pseudo schur complements diketahui. Penentuan pseudo inverse dilakukan dengan 
mensubtitusikan pseudo schur complements dari matriks singular   kedalam solusi   sehingga diperoleh solusi baru (dinotasikan 
dengan   ). Dari solusi yang diperoleh, terbukti bahwa      , dan    memenuhi empat kondisi Penrose yaitu     
                         . 
Kata kunci : matriks singular, matriks simetris, pseudo inverse , pseudo schur complement. 
 
ABSTRACT 
In general, a singular matrix is non invertible. This paper examines how to find pseudo inverse and pseudo schur complements 
from singular matrices, i.e a matrix with properties like inverse generally. We obtain Pseudo inverse after pseudo schur 
complements was find. Pseudo inverse will be find, by subtituting pseudo schur complements from singular matrices   into 
solution  , and we find a new solution (denoted by   ). From the obtained solution, proved that      , and    satisfying four 
penrose conditions                              . 
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1. Pendahuluan 
Matriks merupakan pokok bahasan yang dipelajari pada salah satu cabang matematika, yaitu dalam aljabar linear. 
Matriks pertama kali diperkenalkan oleh seorang matematikawan Inggris Arthur Cayley (1821-1895) pada tahun 1859. 
Dalam aljabar, terdapat istilah invers. Invers suatu matriks mempunyai peranan penting dalam penyelesaian sistem 
persamaan linear. Jika   adalah matriks bujur sangkar berordo     dan terdapat matriks   yang ukurannya sama sedemikian 
sehingga        , maka   dikatakan dapat dibalik (invertible) dan   dinamakan invers dari  , ditulis       . Akan 
tetapi, terdapat  juga matriks berordo     dan    dengan    yang tidak mempunyai invers dan singular. 
Pada tulisan ini akan akan dikaji lebih jauh tentang penentuan invers dari matriks blok singular (Pseudo Inverse) dengan 
menggunakan Pseudo Schur Complement dari matriks blok singular. 
 
2. Tinjauan Pustaka 
2.1 Matriks Blok 
Sebuah matriks dapat dibagi atau dipartisi ke dalam sejumlah submatriks dengan cara menyelipkan garis horinzontal atau 
vertikal diantara baris-baris atau kolom-kolom matriks. Matriks yang terbentuk disebut matriks terpartisi dan submatriks-
submatriks di dalamnya disebut blok (elemen blok). 
2.2 Transpose Matriks 
Definisi Transpose Matriks : 
Misalkan   adalah matriks     maka transpose dari matriks   dinotasikan dengan    yang didefinisikan menjadi matriks 
   , yang hasilnya diperoleh dengan menukar baris dan kolom dari  . Dimana kolom ke-  dari matriks   adalah baris ke-  
dari matriks  . 
2.3 Matriks Simetris 
Definisi Matriks Simetris : 
Suatu matriks   disebut matriks simetris jika matriks   sama dengan matris transposenya, yaitu 
    . 
2.4 Matriks Singular dan Matriks Non Singular 
Definisi Matriks Singular dan Matriks Non Singular : 
Matriks bujur sangkar   dikatakan singular jika | |   , dan non singular jika | |   . 
2.5 Definisi Pseudo Inverse  
Definisi Pseudo Inverse : 
Misalkan        terdapat sebuah matriks  
      yang unik,  
 disebut pseudo inverse dari matriks   jika memenuhi 
empat kondisi Penrose :  
(i)         
(ii)          
(iii)            
(iv)                 
 Sifat invers semu (pseudo inverse): 
a)         jika   bujur sangkar nonsingular  
b)         
c)             
d)               dan        jika           
e)               dan        jika          . 
2.6. Pseudo schur complements 
Komplemen schur (pseudo schur complements) merupakan salah satu metode atau cara dalam analisis matriks yang 
banyak menggunakan pertidaksamaan matriks. Dalam teori tentang matriks, komplemen schur biasanya di gunakan pada matriks 
bujur sangkar yang berukuran besar dimana matriks tersebut telah di blok. 
Diberikan matriks : 
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, 
jika   adalah matriks bujur sangkar dan singular, maka didefinisikan pseudo schur complement        dari   pada matriks   
           
   
dimana    adalah pseudo inverse (Moore-Penrose inverse) dari  .  
Sehingga, dapat juga didefinisikan: 
           
   
           
   
             
  . 
Pseudo schur complement dapat juga didefinisikan untuk matriks partisi yang  berukuran    . Misalkan diberikan 
matriks blok   : 
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Untuk mencari pseudo schur complement dari matriks blok    tersebut digunakan persamaan: 
          
       
   
   
   
   
 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
3.1 Bentuk pseudo schur complements dari matriks blok singular 
Misalkan diberikan bentuk matriks blok berordo     yang simetris sebagai berikut : 
  (
  
   
) 
Sebagai pengembangan dari matriks blok berordo    , diberikan matriks blok berordo     yang simetris sebagai 
berikut: 
  (
   
    
   
+    (
   
    
    
+    (
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Pseudo schur complement dari   dalam matriks   sebagai berikut: 
1.           
         
2.            
3.           
                            
4.           
                                                                   
       .  
3.2 Pseudo inverse dari matriks blok singular 
Teorema 3.1 : 
Diberikan matriks      dengan   (
  
   
) yang merupakan matriks simetrik, dengan          juga simetrik. Misalkan 
bahwa           dan             , dimana           merupakan pseudo schur complement dari   dalam matriks 
 . Maka pseudo inverse dari matriks   adalah: 
   ( 
                 
         
* 
Teorema 3.2 
Diberikan matriks     dengan   (
   
    
   
+ yang merupakan matriks simetrik, dengan            juga simetrik. 
Misalkan bahwa           dan             , dimana                   merupakan pseudo schur complement 
dari   dalam matriks  . Maka pseudo inverse dari matriks   adalah : 
   (
                   
          
    
+. 
Teorema 3.3 
Diberikan matriks     dengan   (
   
    
    
+ yang merupakan matriks simetrik, dengan                  juga 
simetrik. Misalkan bahwa                dan              dimana           dan           
             merupakan pseudo schur complement dari   dalam matriks  . Maka pseudo inverse dari matriks   adalah : 
   (
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Teorema 3.4  
Diberikan matriks     dengan   (
   
    
     
+ yang merupakan matriks simetrik, dengan                       
juga simetrik. Misalkan bahwa                dan              dimana           dan           
                                      merupakan pseudo schur complement dari   dalam matriks  . Maka 
pseudo inverse dari matriks   adalah: 
  
 (
(                                                 ) (                                               )        
(                                                     ) (                                                 )         
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4. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil penelitian dan hasil studi yang telah dilakukan mengenai pseudo schur complements dan pseudo inverse 
dari matriks blok singular, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 
1. Pseudo schur complements merupakan salah satu metode dalam analisis matriks yang banyak menggunakan pertidaksamaan 
matriks. Pseudo schur complements digunakan pada matriks berukuran besar yang telah di partisi (matriks blok). Dari 
beberapa jenis matriks yang diberikan, diperoleh bentuk pseudo schur complement dari setiap matriks sebagai berikut: 
1.           
         
2.            
3.           
                            
            
        (       )
 
        (       )
 
       (       )
 
           (       )
 
.  
2. Pseudo inverse yang dinotasikan dengan    merupakan invers dari matriks singular. pseudo inverse dari matriks blok singular 
yang diberikan diperoleh setelah mensubtitusi bentuk pseudo schur complement dari matriks tersebut. Adapun pseudo inverse 
dari masing-masing matriks blok singular yang diberikan, dinotasikan dengan   . 
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